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Aufgabe 16 (4 Punkte). Es sei SGM = {�} eine erststufige Sprache mit einem

zweistelligen Relationssymbol und �GM die Menge der folgenden SGM -Formeln.

(a) 8x x � x.

(b) 8x 8y 8z [(x � y ^ y � z) �! x � z].

(c) 8x 8y 9z [x � z ^ y � z].

Zeigen Sie (ohne Verwendung des Vollst

¨

andigkeitssatzes), dass

�GM ` 8x 8y 8z 9w [x � w ^ y � w ^ z � w].

gilt.

Aufgabe 17. Gegeben sei eine erststufige Sprache S, eine nicht-leere Menge I und

ein Filter F auf I.

(1) (1 Punkte) Beweisen Sie, dass
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ur jede Sequenz hMi | i 2 Ii von S-Modellen und jedes g 2
Q

i2I |Mi| gilt.

Wir bezeichnen die Menge aller S-Formeln ', die die

¨

Aquivalenz

Y

F
Mi |= ' () {i 2 I | Mi |= '} 2 F

f

¨

ur jede Sequenz hMi | i 2 Ii von S-Modellen erf

¨

ullen, mit  LF .

(2) (4 Punkte) Beweisen Sie, dass  LF alle atomaren Formeln enth

¨

alt und unter

Konjunktion und 9-Quantifikation abgeschlossen ist.

Aufgabe 18. Es sei S eine abz

¨

ahlbare, erststufige Sprache und � eine Menge von

S-Formeln.

(1) (2 Punkte) Es sei S

+
die erststufige Sprache, die S um ein n-stelliges Funk-

tionssymbol f' f

¨

ur jede S-Formel ' mit n + 1 freien Variablen erweitert,

und

�

+
= � [ { ' | ' ist eine S-Formel mit freien Variablen},

wobei  ' die S

+
-Formel

8x0 . . . 8xn�1 [9y '(x0, . . . , xn�1, y)

�! '(x0, . . . , xn�1, f'(x0, . . . , xn�1))]

ist. Beweisen Sie, dass f

¨

ur jedes S-Modell M mit M |= � ein S

+
-Modell

M+
mit M+ |= �

+
und M+ � ({8} [ S [Var) = M existiert.
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(2) (3 Punkte) Konstruieren Sie eine abz

¨

ahlbare, erststufige Sprache S

⇤
, die

S erweitert, und eine Menge �

⇤
von S

⇤
-Formeln mit � ✓ �

⇤
, so dass die

folgenden Aussagen gelten.

(a) F

¨

ur jede S

⇤
-Formel ' mit n + 1 freien Variablen existiert ein S

⇤
-

Funktionssymbol f mit

�

⇤ |= 8x0 . . . 8xn�1 [9y '(x0, . . . , xn�1, y)

�! '(x0, . . . , xn�1, f(x0, . . . , xn�1))].

(b) F

¨

ur jedes S-Modell M mit M |= � existiert ein S

⇤
-Modell M⇤

mit

M⇤ |= �

⇤
und M⇤ � ({8} [ S [Var) = M.

In diesem Fall sagen wir, dass �

⇤ Skolemfunktionen besitzt.

Aufgabe 19 (4 Punkte). Es sei S eine abz

¨

ahlbare, erststufige Sprache, A eine S-

Struktur und A eine abz

¨

ahlbare Teilmenge von |A|. Konstruieren Sie eine elementare

Substruktur von A, deren Tr

¨

agermenge abz

¨

ahlbar ist und A enth

¨

alt.

(Tipp: Verwenden Sie die Aufgaben 7 & 18 und betrachten Sie die kleinste Ober-

menge von A, die unter Skolemfunktionen abgeschlossen ist).

Abgabe: Montag, den 19. Mai 2014, vor der Vorlesung.


